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曲面重构是指从一组离散的扫描数据点逆向推导

出该物体的数学表达模型，这在很多领域是非常重要

的，如航空零件、曲面测量、模具的制造与设计、3D 打
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[ 摘要 ]  高精度高效率的曲面重构是先进航空制造与测量的重要步骤。B 样条与 NURBS 作为成熟的建模工具，是

现在曲面重构的主要方法。然而，B 样条与 NURBS 控制网格的拓扑要求使得其对曲面进行建模时会产生很多的冗

余控制顶点。近些年来新提出的 T 样条较好地解决了这个问题，其后发展出的 T 样条的子类适合分析 T 样条（ASTS）

进一步优化了该样条的性质。目前，T 样条已被成功应用于曲面重构，而基于 ASTS 的曲面重构算法却亟待开发。

提出了一种基于适合分析 T 样条的曲面重构方法。该方法能够通过自适应的初始 T 网格构建与高效的局部细化方

法，构建出符合误差要求的 AST 样条模型。试验结果表明，在控制顶点数量相同的情况下，提出的算法能够重构出

比 NURBS 更加精确的样条模型；与一般的 T 样条重构算法相比，具有更高的计算效率。

关键词： 精密表面测量；复杂曲面重构；适合分析 T 样条；自适应拟合；精度与效率

Analysis-Suitable T-Spline Fitting for Sculptured Surface Reconstruction

LU Yu1，2, WANG Jian1, PENG Lihua1，XU Long1

( 1. School of Mechanical Science and Engineering, Huazhong University of Science and Technology, Wuhan 430074, China; 
2. Wuhan Branch, ZWSOFT Ltd. (Guangzhou), Wuhan 430000, China )

[ABSTRACT]  Surface reconstruction with high efficiency and accuracy is required in advanced aerospace manufacturing 
and measurement. As wildly used models, B-spline and NURBS are the main tools for surface reconstruction in existing 
methods. However, the topological constrains of B-splines and NURBS control meshes make it produce a lot of redundant 
control points when modeling surfaces. Newly proposed T-splines in recent years have provided a method to solve this 
problem. Analysis-suitable T-splines (ASTS), a subset of T-splines with certain topological constrains were later developed, 
which optimized the mathematical properties and localized refinement capability of T-splines. T-splines have been 
successfully applied to surface reconstruction, while ASTS-based surface reconstruction algorithms are in vacancy at the 
moment. This paper proposes a surface reconstruction method based on analysis-suitable T-splines. Adaptive construction 
of an initial AST-mesh and efficient local refinement are performed in the algorithm to generate an ASTS surface within 
certain tolerance. Our experimental results show that the proposed ASTS fitting can generate spline surface with higher 
accuracy than NURBS fitting with the same amount of control parameters. The computing efficiency of the proposed 
algorithm is higher than simple T-spline fitting.
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印、文物复原等。样条模型是曲面的常用表达方式，如

B 样条与 NURBS，仅需一个控制网格和相应的控制顶

点，便能表示任意的复杂曲面，广泛应用于 CAD 等领

域。此外，NURBS 还是曲面表达的标准格式。因此，

以往的曲面重构算法都将点云数据拟合成 B 样条曲* 基金项目： 国家自然科学基金（51705178，52075206）。
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面或 NURBS 曲面 [1–3]。但 B 样条与 NURBS 样条要

求控制网格为规则的拓扑矩形，节点向量是全局共享

的，难以实现局部细化，每引入一个节点，都需成行成

列地加入新节点来满足拓扑要求，但这些节点对于曲

面的控制完全没有意义。因此，B 样条和 NURBS 曲

面在表达特征信息丰富的复杂曲面时将产生很多冗余

节点，这极大程度地影响了曲面设计及曲面重构的计

算和存储。为解决这个问题，Sederberg 等 [4–5] 在 2003
年提出了 T 样条，并在 2004 年完善了该理论。与传统

的 B 样条和 NURBS 不同，T 样条允许控制网格中存

在 T 型节点，这使得 T 样条可以实现局部细化，每引入

一个节点，只需引入若干节点，而不必为了满足拓扑要

求成行成列地加入节点，极大简化了曲面的表达，节省

了存储空间。

T 样条提出后，很多学者利用 T 样条实现了曲面重

构。Zheng 等 [6] 利用 T 样条完成了对 z-map 型数据的

曲面重构；Yang 等 [7] 实现了对按行分布的数据点重构

出连续的 T 样条曲面；Wang 等 [8] 根据曲率信息对引导

误差分配，完成了对一般 3D 点云数据的曲面重构；Lin
等 [9] 利用迭代的方法，优化了对大量点云数据的 T 样

条曲面重构过程；Feng 等 [10] 提出了一种 split-connect-
fit 的思路，再一次提高了对大规模点云的 T 样条曲面重

构过程。

T 样条打破了 B 样条与 NURBS 的拓扑要求，实现

了局部细化，但也带来了一些问题，如混合函数的线性

独立性不能保证 [5]，这使得曲面重构方程的最小二乘解

不唯一；再如 T 样条的混合函数的单位分解性不能保

证 [5]，这使得一般的T样条曲面表达式均为有理式形式，

不方便后续计算，若想得到简单的多项式形式，需要 T
样条为标准或准标准型 [4–5]，这就要求曲面重构时初始

的 T 网格必须是标准或准标准的，一般只能选用 B 网

格（如文献 [6，8，9] 中的方法），而不能输入点云的特征

来分配节点；还有就是 T 样条的局部细化算法在某些

情况下效果较差 [11]，不够稳定。这些问题不仅影响了曲

面重构的过程，也给曲面设计、等几何分析等领域的应

用造成了很大困难。

为了解决这些问题，Li 等 [12] 提出了 AST 样条。

AST 样条是 T 样条的一个子类，是有一定拓扑限制的

T 网格。AST 样条的混合函数具有线性无关性，且附

加一些简单的额外条件后，混合函数也具有单位分解

性 [13]。之后，Scott 等 [11] 给出了 AST 样条的局部细化

算法，该算法比一般 T 样条的局部细化算法更加稳定。

AST 样条自从提出以后，便被迅速应用到了等几何分

析领域 [14–15]，但曲面重构领域还基本只有使用 T 样条

的方法。因此，本文提出了利用 AST 样条实现了 3D

点云数据的自适应曲面重构算法。

1 AST 样条

1.1 T样条

与 B 样条和 NURBS 类似，T 样条也是定义在一个

由节点（图 1 中的黑点）和边（图 1 中的实线）组成的控

制网格及其相应控制顶点上的样条，而这个控制网格，

就叫做 T 网格。与 B 样条和 NURBS 样条的控制网格

不同，T 网格中允许存在 T 节点，如图 1 所示，其中的

P1、P2这两个节点就叫做 T 节点。

三维空间中的控制顶点与 T 网格中的节点一一对

应。给定了 T 网格和对应的控制顶点后，T 样条的具体

表达式可以写为：

S（u，v）
∑ n wi Pi Bii=1=

（u，v）
∑ n wi Bii=1 （u，v）

                         （1）

其中，wi 是权值；Pi 是控制顶点，而 Bi（u,v）是每个节

点的混合函数，具体形式为：

Bi（u，v）=N Nui （u） vi （v）                       （2）

其中，N[ui]（u）和 N[vi]（v）是分别定义在如下两个节

点区间上的 3 次 B 样条基函数：

=ui ui0，ui1，ui2，ui3，ui4

=vi vi0，vi1，vi2，vi3，vi4

                                    （3）

给定一个 T 网格，每个节点的节点区间 ui 和 vi 按

文献 [4] 中的方法决定。在 T 网格中，设该节点的坐标

为 (ui2，vi2)，以该点作为原点，向右（u 增大的方向）发射

一条射线，与该射线最先相交的两条边的坐标，即为 ui3

和 vi3。其余的坐标可按类似的方法得出。图 1 给出了

具体的例子，节点 P1 的节点区间已用红色方框标出。

1.2 AST样条

AST 样条是 T 样条的一个子类，需要附加一些拓

图1 带有两个T节点的T网格

Fig.1 A T-mesh with two T-junctions
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扑上的限制，而这些限制建立在 T 节点扩展的概念上。

对于每个 T 节点，设这个 T 节点的节点区间为式（3）所

示，则该 T 节点扩展是指这样一条线段：若该节点缺失

右边，则该点的 T 节点扩展为线段ui1，ui4 ui0，ui3

vi1，vi4 vi0，vi3

；若该节点缺

失左边，则该点的 T 节点扩展为线段ui1，ui4 ui0，ui3

vi1，vi4 vi0，vi3

；若该节点

缺失上边，则该点的 T 节点扩展为线段

ui1，ui4 ui0，ui3

vi1，vi4 vi0，vi3；若该节

点缺失下边，则该点的 T 节点扩展为线段

ui1，ui4 ui0，ui3

vi1，vi4 vi0，vi3。

对于一个给定的 T 网格，如果其水平方向的 T 节点

扩展与竖直方向的 T 节点扩展两两不相交，则该 T 网格

为 AST 网格；相应的，定义在这个 AST 网格上的 T 样

条曲面就叫做 AST 样条曲面。图 1 中的 T 网格就是一

个 AST 网格，其中两个 T 型节点的 T 节点扩展已用蓝

色矩形标出。

2 自适应 AST 样条曲面重构

给定一组 3D 数据点 V 和一个误差阈值 ε，AST 样

条曲面重构可以描述为：寻找一个 AST 样条曲面 S(u，
v)，使得以下不等式成立：

dist（S（u，v）–vi）≤ε，Vi∈V                         （4）

在本文的算法中，实现以上目标主要包含以下几个

步骤：对输入数据 V 进行参数化并得到参数结果 U，再

根据 U 构建初始的 T 网格并将其转化为 AST 网格，之

后利用最小二乘法求解控制顶点，得到 AST 曲面并计

算误差，在误差不满足阈值 ε 的要求处进行 AST 网格

的局部细化，直至满足误差要求。图 2 给出了算法的程

序流程图。

2.1 参数化

三角网格的参数化是一个 3D 数据到 2D 数据的

映射 G ：对于给定的三角网格 T 中的任一个数据点

Vi=(xi,yi,zi)∈R3，都有一个 Ui=(ui,vi)∈R2 与之对应，即

Ui=G(Vi)。三角网格的参数化是参数曲面重构的重要步

骤。得到结果后，便可根据参数化结果U构建AST网格，

进而计算后续的计算。对于 z-map 型数据 [16]，由于其 x
与 y 坐标成阵列形式，不会出现重复，因此可以直接将

其 x 坐标与 y 坐标作为参数化结果；对于一般的 3D 数

据，本文使用了长方形边界参数化 [17]。长方形边界参

数化使得参数结果分布在规整的长方形区域内，有利于

根据参数点来构建初始 T 网格。该算法的详细步骤可

参阅文献 [17]。
2.2 初始T网格的构建

得到点云数据的参数化结果后，便可以构建初始的

T 网格。在很多现有的算法中 [6，8，9]，为了保证混合

函数的线性独立性与单位分解性，初始的 T 网格被设定

成一个 n×n 的标准 T 网格（图 3（a）），后续网格的细化

完全依靠误差引导的网格细分。根据误差细分网格是

一个必不可少的步骤，但这一步骤的计算耗时较久，如

果能根据点云几何信息构建一个良好的初始 T 网格，则

会大大减少根据误差细分网格的步骤，减少计算时间。

但这样做就难以保证该 T 网格是标准的，因此在现有的

基于一般 T 样条的重构算法中，难以实现。然而 AST
样条并没有这种限制。因此，本文提出了一种依据 T 网

格中每个最小长方形内所包含的参数点个数及特征点

个数来构建初始 T 网格的方法（图 3（b））。
2.2.1 特征点的计算

特征点的选取有很多种方法，一种常见且有效的方

法便是依据曲率进行选取。在本文的方法中，也采用曲

率作为评价标准，将曲率较大的点作为特征点。对于连

续光滑平面上的一个点，其曲率有无穷多个，其中最大

的曲率记为 k1，最小的曲率记为 k2，这两个曲率叫做主

曲率，而高斯曲率 k 可表示为这两个曲率的乘积。高斯

曲率表示了该点曲率的综合性质，高斯曲率较大的点，

曲面弯曲程度大，视为特征点。本文的处理对象是离散

的三角网格，两个主曲率的计算是利用文献 [18] 中的方

输入点云

参数化

构建初始T网络

AST网格转化

局部加细并局部
最小二乘优化

最小二乘优化

满足要求

输出AST曲面

Y

N

图2 自适应AST曲面重构算法流程图

Fig.2 Flow chart of ASTS reconstruction algorithm

图3 现有算法中常用的m×n初始T网格与本文提出的自适应构建的

初始T网格（星标为特征点）

Fig.3 m×n initial T-mesh grid used in most existing algorithms and 
proposed adaptively constructed initial T-mesh (feature points are 

marked withstars)

（a）现有算法中常用的 m×n
初始 T 网格

（b）自适应构建的初始 T 网格



992020年第63卷第19期·航空制造技术

RESEARCH 研究论文

法。主曲率得到后相乘便可以得到每个数据点的高斯

曲率，选取高斯曲率值较大的数据点作为特征点，在本

文的计算中，选取的比例设定为 10%。

2.2.2 网格的自适应细分

根据参数化的结果，所有的数据点均分布在 [0，1]
区间内。因此，选取一个 [0，1]×[0，1] 的正方形网格作

为最初始网格来进行细化。网格的细化是依据最小长

方形中的参数点数量以及特征点数量来进行的。给定

一个参数点数量的阈值 Nd 和特征点数量阈值 N f，当一

个最小长方形中的参数点数量超过 Nd 或者特征点数量

超过 N f 时，就将其一分为二，直至满足阈值要求。划分

时在长方形的长边进行划分。也就是说，设该长方形的

左下角节点的坐标为 (umin，vmin)，右上角节点的坐标为

(umax，vmax)，如果 umax–umin<vmax–vmin，即竖直边是长边，就

在 v=(vmax–vmin)/2 处进行划分；反之，就在 u=(umax–umin)/2
处进行划分。这样可以使划分出的长方形更加匀称，而

不是扁平的长方形。

2.2.3 构建缩减参数域

文献 [13] 指出，AST 样条曲面的混合函数在缩减参

数域上具有单位分解性，如图 4 所示，灰色区域即为缩

减参数域。因此，上一步得到的网格需要扩展一层来保

证点云的参数值均处于缩减参数域内。如图 4 所示，将

网格边界上的所有节点向外扩展一个距离为的新节点，

并连接，形成一个新的 [–μ,1+μ]×[–μ,1+μ] 的网格，而原

来的 [0，1]×[0，1] 的正方形网格部分变为缩减参数域。

2.3 AST网格转化

AST 网格转化算法是整个算法中的重要步骤，在初

始 T 网格构建完成后，一般来讲这时的 T 网格只是一般

T 网格，而不满足 AST 网格的要求，需要将 T 网格转化

成 AST 网格；另外，在后文中的每一步局部细化中，每

一次的网格加细产生的中间 T 网格往往也都不是 AST
网格，需要将其转化成 AST 网格。

正如前面所介绍的，AST 网格是 T 网格的一个子

类，只有当一个 T 网格中所有的水平 T 节点扩展和所有

的竖直 T 节点扩展均不相交时，这个 T 网格才叫做 AST
网格。一个一般的 T 网格可以转化成很多个 AST 网格，

但我们需要找到那个最简单的网格，或者说，最接近原

网格的 AST 网格，即转化所插入的节点数量最少。这是

一个 NP-hard 问题 [11]，采用与文献 [11] 中类似的方法，

用贪婪策略来寻求局部最优解。具体的方法为：

（1）找到原 T 网格中所有相交的 T 节点扩展及其

相应的 T 节点。

（2）对上一步骤中的每一个 T 节点，沿其缺失的方

向进行一次延伸，得到一个新的 T 网格，并计算新的 T
网格中相交的 T 节点扩展的个数。对每个 T 节点都如

此做，找到相交的 T 节点扩展的个数最小的那个 T 网

格替代之前的 T 网格。

（3）重复步骤（2）直至没有相交的 T 节点扩展，得

到最终的 AST 网格。

该算法是一定有解的，不会出现相交的 T 节点扩展

越来越多的情况，因为最差也会得到一张 B 网格结构。

图 5 给出了一个例子。P1、P2 和 P3 是 T 网格中的 3 个

T 节点，其中，P1 与 P3、P2 与 P3的 T 节点扩展（已用蓝、

1+µ
1

0
–µ

1+µ1

图4 扩展后的最终初始T网格（灰色区域为缩减参数域）

Fig.4 A complete initial T-mesh with extended boundaries (reduced 
parametric domain is marked in grey)

图5 AST网格转化算法示例

Fig.5 An example of AST-mesh conversion
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P3
'

P1 P1

P3 P2 P3
' P3

P2
'

P2

P1

P3
P2

（a）初始 T 网格 （b）延伸后的 T 网格 （c）延伸后的最终 AST 网格

v

u u u
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红、黄三色长方形标出）相交，因此该 T 网格不是 AST
网格。依次对这 3 个 T 节点按图中虚线方向进行延伸，

如图 5（a）所示，延伸 P2 并不会改变 T 节点扩展的相

交情况，但延伸 P1 或 P3 之后，只剩 1 组相交的 T 节点

扩展，因此，这一步选择延伸 P1（选择 P3 也可以）得到

图 5（b）；此时只剩下 P2 与 P3 的 T 节点扩展相交，延

伸 P2不会改变相交情况，但延伸 P3 后便不存在相交的

T 节点扩展，因此，这一步选择延伸 P3 得到图 5（c）的

T 网格，该网格的所有 T 节点扩展互不相交，便是最终

的 AST 网格。

2.4 最小二乘法计算控制顶点

给定一个 AST 网格，并令所有节点的权值 w 为 1，
利用 AST 网格的单位分解性，式（1）可写成如下形式：

S（u，v）=∑
n

i=1
PiBi（u，v）                                   （5）

给定一组 m 个数据点的 3D 点云数据 V 及其参数

化结果 U，我们希望找到一组控制顶点 P，使得该 AST
样条曲面与点云数据 V 在最小二乘意义下距离最小，即：

minp∑
m

i=1
S（uj，vj）–Vj

2
                                          （6）

如果将控制顶点 P 和数据点 V 写成列向量，则该优

化问题可化为求解超定方程组 AP=V 的最小二乘解，其

中，Ai,j=Bi(uj,vj)。根据 AST 样条混合函数的线性无关性，

该方程的最小二乘解 P* 是唯一的，即：

P*=(AHA)–1AHV                                                        （7）
控制顶点 P 确定后，整个 AST 样条曲面就被完全

确定，所有数据点的误差 E 也可由下式计算：

E=AP*–V                                                                 （8）
得到每个点的误差后，便可以根据误差的大小来进

行局部细化，使得所有数据点处的误差均能满足误差要

求。具体的做法会在下一节讨论。

2.5 AST网格局部细化与局部最小二乘优化

当拟合出一个 AST 样条曲面时，如果一个数据点

的误差值大于给定的允许误差，那么就要将该点所在

的最小长方形一分为二，划分方法与 2.2.2 节中所提到

的划分方法一样，沿长边进行划分。在划分完成后，新

生成的 T 网格往往不是 AST 网格，需要用 2.3 节中所

介绍的 AST 网格转化算法将其转化成 AST 网格，才

能作为细化后的结果。细化会引入新的节点与边，根

据 AST 样条的定义，其周围的一些节点的节点区间也

会因此发生变化。再由 AST 样条基函数的局部支撑性

质可知，这些节点区间发生变化的节点只在其区间内

非零，也就是说，只有定义在这些区间的曲面会受到影

响，而其他位置处的曲面均不受影响。因此，可以找到

受影响区域内的数据点作为拟合对象，新加入的节点

和节点区间发生变化的节点的控制顶点一起作为未知

量求解，而其他的控制顶点作为已知量 [19]。求解方法和

2.4 节所述相同，采用最小二乘法求解，区别在于输入数

据和未知量不同。

假设输入数据有 m 个，细化后的 AST 网格含有 n
个节点，其中，新引入的节点和节点区间改变的节点共

计 r 个，这 r 个节点的混合函数在 s 个数据点上非零。

细化后，只需用这 s 个数据点作为拟合数据，上述的 r
个节点的控制顶点作为未知量，而其余节点的控制顶点

作为已知量。取混合函数矩阵 A 对应的 s 行，并根据对

应的 r 列写成分块矩阵，则待求解的方程组可表示为：

Vs = =As×r As×(n–r)

Pr

Pn–r

As×r Pr + As×(n–r)Pn–r （9）

其中，Pr 是待求未知量，将方程移项，则方程的最小二乘

解 Pr
* 可用下式快速计算：

Pr
*=(As×rr

HAs×r)–1As×r
H(Vs–As×(n-r)Pn–r                    （10）

求得控制顶点后，重新计算误差，并不断重复上述

步骤，直至误差满足要求，便可得到重构出的 AST 样条

曲面。

3 试验

本文针对仿真数据及真实数据均进行试验，试验平

台为 Matlab。其中真实数据是来自 LaserDesign 数据库

的涡轮叶片数据 [20]。作为对比，NURBS 方法（类似文

献 [21]）与 T 样条方法（类似文献 [6，8]）也被用于同样

数据的曲面重构。

3.1 仿真数据

仿真数据为二元函数，具体表达式为：

f（x，y）= sin（            ）x2+y2

x2+y2
（11）

在 [–8，8]×[–8，8] 的范围上生成一个 161×161，共
计 25921 个点的 Z–map 点云集，先用本文提出的 AST
样条曲面重构算法对该数据进行拟合。拟合的误差阈

值设置为 0.02。第 1 步生成的 AST 样条曲面拟合的

最大误差为 0.017，平均误差为 0.005，已经满足误差要

求。整个拟合过程耗时 3s。最终的 AST 样条曲面共

有 85 个控制顶点，图 6 给出了原始曲面、重构 AST 网

格和曲面。

作为对比试验，针对同样的点云数据，用控制顶

点数量相近的均匀节点 NURBS 曲面来拟合该点云

数据。重构出的 NURBS 曲面具有 9×9=81 个控制顶

点，与 AST 曲面相近，但最大误差为 0.261，平均误差

为 0.064。与此同时，基于 T 样条的拟合方法也同样
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用于拟合该数据来对比同样参数条件下的计算效率。

经过 13 次加细后得出了最终 T 样条曲面，共计耗时

25s。
3.2 实际数据

实际数据采用了涡轮叶片数据，共计 16854 个数

据点。与上节相同，先用本文提出的 AST 样条曲面重

构算法对该数据进行拟合。拟合的误差阈值设置为

0.5mm。经过 17 次加细后满足误差得出最终重构曲面，

最大误差降为 0.477mm，平均误差降为 0.058mm。最终

的 AST 样条曲面共有 493 个控制顶点，计算用时 136s。
图 7 给出了该案例原始曲面、重构 AST 网格及曲面。

作为对比试验，针对同样的点云数据，用控制顶点

数量相近的 NURBS 曲面来拟合该点云数据。重构出

的 NURBS 曲面共有 22×22=484 个控制顶点，与 AST
样条曲面的 493 个控制顶点相近，但重构的最大误差为

3.156mm，平均误差为 0.232mm。与此同时，基于 T 样

条的拟合方法也同样用于拟合该数据来对比同样参数

条件下的计算效率。经过 24 次加细后得出了最终 T 样

条曲面，共计耗时 220s。
从试验结果可以看出，对于同一组数据，在控制顶

点数量大致相同时，本文提出的 AST 样条重构方法比传

统 B 样条与 NURBS 方法重构出的曲面精度更高；与现

有的基于 T 样条重构算法相比，具有更高的计算效率。

4 结论

本文提出了一种基于 AST 样条的 3D 点云数据自

适应曲面重构算法。根据输入点云的曲率信息构建初

始 T 网格并 AST 化得到初始的 AST 网格，利用最小二

乘法求解控制顶点，得到 AST 样条曲面，并根据误差

不断细化 AST 网格，直至满足误差要求。试验表明，对

同一点云数据，与 NURBS 重构出的曲面相比，在控制

点数量大致相同时，利用 AST 样条重构出的曲面精度

更高；与现存的 T 样条重构方法相比，本文提出的基于

AST 样条的算法具有更高的计算效率。
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Fig.7 Surface reconstruction for an impeller blade
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